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Líi cam �oan

Tæi xin cam �oan r¬ng nëi dung tr¼nh b y trong luªn v«n n y l  trung

thüc v  khæng tròng l°p vîi �· t i kh¡c. Tæi công xin cam �oan r¬ng c¡c

k¸t qu£ n¶u trong luªn v«n, t i li»u tham kh£o v  nëi dung tr½ch d¨n �£m

b£o t½nh trung thüc ch½nh x¡c.

Th¡i Nguy¶n, th¡ng 9 n«m 2020
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Líi c£m ìn

Tæi xin b y tä láng bi¸t ìn ch¥n th nh tîi PGS. TS. H  Tr¦n Ph÷ìng,
ng÷íi �¢ tªn t¼nh ch¿ b£o, t¤o �i·u ki»n v  gióp �ï tæi câ th¶m nhi·u ki¸n
thùc, kh£ n«ng nghi¶n cùu, têng hñp t i li»u �º ho n th nh luªn v«n mët
c¡ch ho n ch¿nh.

Tæi công xin gûi líi c£m ìn �¸n gia �¼nh, b¤n b± v  c¡c �çng nghi»p
�¢ �ëng vi¶n, gióp �ï tæi qu¡ tr¼nh håc tªp cõa m¼nh.

Do thíi gian v  tr¼nh �ë cán h¤n ch¸ n¶n luªn v«n khæng tr¡nh khäi
nhúng thi¸u sât. Chóng tæi r§t mong nhªn �÷ñc sü gâp þ cõa c¡c th¦y
cæ v  c¡c b¤n �º luªn v«n �÷ñc ho n thi»n hìn.

Tæi xin ch¥n th nh c£m ìn!

Th¡i Nguy¶n, th¡ng 9 n«m 2020

Ng÷íi vi¸t luªn v«n

L¶ V«n Ch÷ìng

ii



Möc löc

Líi cam �oan i

Líi c£m ìn ii

Möc löc iii

Mð �¦u 1

1 Ki¸n thùc chu©n bà 3
1.1 C¡c h m Nevanlinna v  hai �ành lþ cì b£n . . . . . . . . . 3

1.1.1. C¡c h m Nevanlinna v  t½nh ch§t . . . . . . . . . . 3
1.1.2. Hai �ành lþ cì b£n . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.1.3. Quan h» sè khuy¸t v  �iºm bä �÷ñc Picard . . . . . 6

1.2 H m �¸m mð rëng v  mët sè t½nh ch§t . . . . . . . . . . . 7
1.2.1. Mët sè kh¡i ni»m . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.2.2. Mët sè t½nh ch§t cõa h m �¸m mð rëng . . . . . . 10

2 V§n �· duy nh§t 17
2.1 Mët sè kh¡i ni»m v  k¸t qu£ chu©n bà . . . . . . . . . . . . 17
2.2 C¡c �ành lþ duy nh§t . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

K¸t luªn 40

T i li»u tham kh£o 42

iii



Mð �¦u

Cho f l  mët h m ph¥n h¼nh tr¶n m°t ph¯ng phùc C, a ∈ C ∪ {∞}.
Ta k½ hi»u

Ef (a) = f−1 (a) = {z ∈ C : f (z) = a}

Ef (a) = {(z, n) ∈ C×N : f (z) = a, ordf−a (z) = n}

Cho f v  g l  hai h m ph¥n h¼nh tr¶n m°t ph¯ng phùc C v  a l  mët

gi¡ trà phùc húu h¤n ho°c ∞. Ta nâi f v  g chung nhau a kº c£ bëi (vi¸t

ng­n gån l  CM) n¸u Ef (a) = Eg (a). Ta nâi f v  g chung nhau a khæng

kº bëi (vi¸t ng­n gån l  IM) n¸u Ef (a) = Eg (a) .

Cho f l  mët h m ph¥n h¼nh, mët h m ph¥n h¼nh a(z) �÷ñc gåi l 

h m nhä cõa f n¸u T (r, a) = o(T (r, f)). Vîi h m nhä a(z), ta nâi f, g

chung nhau h m a(z) CM (ho°c IM) n¸u h m f − a v  g− a chung nhau

gi¡ trà 0 CM (IM t÷ìng ùng).

N«m 1977, Rubel v  Yang �¢ chùng minh: Cho f l  mët h m nguy¶n

kh¡c h¬ng, n¸u f v  f ′ chung nhau hai gi¡ trà húu h¤n ph¥n bi»t a v  b

kº c£ bëi th¼ f = f ′. N«m 1979, Mues v  Steinmetz ([14]) �¢ chùng minh

k¸t qu£ t÷ìng tü khi thay �i·u ki»n CM bði IM. Tø nhúng cæng tr¼nh

n y cõa c¡c t¡c gi£ �¢ n£y sinh v§n �· duy nh§t cho c¡c h m ph¥n h¼nh

vîi �¤o h m cõa chóng.

N«m 2008, T. Zhang v  W. L�u ([16]) �¢ xem x²t v§n �· duy nh§t cho

lôy thøa bªc n cõa mët h m ph¥n h¼nh chung nhau mët h m nhä vîi �¤o

h m c§p k cõa nâ v  thu �÷ñc mët sè k¸t qu£ v· v§n �· n y. Cö thº, c¡c

t¡c gi£ �¢ �÷a ra mët sè �i·u ki»n �¤i sè �º c¡c h m fn − a v  f (k) − a
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v  chung nhau gi¡ trà 0 khæng kº bëi ho°c kº c£ bëi th¼ fn = f (k), trong

�â a(z) l  mët h m nhä.

K½ hi»u

Mj (f) = (f)n0i
(
f (1)
)n1i

...
(
f (k)

)nki
v 

P [f ] =
t∑

j=1

Mj (f) .

G¦n �¥y câ nhi·u t¡c gi£ �¢ mð rëng nghi¶n cùu cõa T. Zhang v  W. L�u

cho c¡c tr÷íng hñp: thay th¸ lôy thøa bªc n cõa h m ph¥n h¼nh f trong

k¸t qu£ T. Zhang v  W. L�u cõa bði �a thùc bªc n cõa h m �â; thay th¸

�¤o h m c§p k cõa h m ph¥n h¼nh f bði mët �ìn thùc chùa c¡c �¤o h m

c¡c c§p Mj[f ] ho°c �a thùc chùa c¡c �¤o h m P [f ] cõa h m �â.

Möc �½ch ch½nh cõa luªn v«n l  giîi thi»u mët sè nghi¶n cùu g¦n �¥y

cõa T. Zhang, W. L�u, A. Banerjee, B. Chakraborty v  mët sè t¡c gi£

kh¡c theo h÷îng nghi¶n cùu nâi tr¶n.

Luªn v«n chia l m hai ch÷ìng, trong Ch÷ìng 1 chóng tæi tr¼nh b y

mët sè ki¸n thùc c¦n chu©n bà, c¦n thi¸t cho c¡c nëi dung cõa luªn v«n.

Ch÷ìng 2 l  ch÷ìng ch½nh cõa luªn v«n, chóng tæi tr¼nh b y mët sè k¸t

qu£ v· v§n �· duy nh§t cho c¡c h m ph¥n h¼nh khi lôy thúa cõa mët

h m ph¥n h¼nh câ chung mët gi¡ trà hay h m nhä vîi �ìn thùc ho°c �a

thùc vi ph¥n cõa nâ.

Th¡i Nguy¶n, th¡ng 9 n«m 2020

Ng÷íi vi¸t luªn v«n

L¶ V«n Ch÷ìng
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Ch÷ìng 1

Ki¸n thùc chu©n bà

1.1 C¡c h m Nevanlinna v  hai �ành lþ cì b£n

Trong lþ thuy¸t ph¥n bè gi¡ trà Nevanlinna, c¡c h m x§p x¿, h m �¸m,

h m �°c tr÷ng cõa mët h m ph¥n h¼nh �÷ñc gåi l  c¡c h m Nevanlinna,

�âng mët vai trá quan trång, xuy¶n suèt lþ thuy¸t. Trong ph¦n n y chóng

tæi giîi thi»u c¡c h m cì b£n n y v  t½nh ch§t cõa chóng.

1.1.1. C¡c h m Nevanlinna v  t½nh ch§t

Cho f l  mët h m ph¥n h¼nh tr¶n m°t phùc C v  r > 0 l  mët sè thüc

d÷ìng.

�ành ngh¾a 1.1.1. H m

m(r, f) =
1

2π

2π∫
0

log+
∣∣f(reiϕ)

∣∣dϕ
�÷ñc gåi l  h m x§p x¿ cõa h m f .

B¥y gií ta �ành ngh¾a c¡c h m �¸m. K½ hi»u n(r, 1/f) l  sè khæng

�iºm kº c£ bëi, n(r, 1/f) l  sè khæng �iºm khæng kº bëi cõa f, n(r, f) l 

sè cüc �iºm kº c£ bëi, n(r, f) l  sè cüc �iºm khæng kº bëi cõa f trong

Dr = {z ∈ C : |z| ≤ |r|}.
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�ành ngh¾a 1.1.2. H m

N(r,∞; f) = N(r, f) =

r∫
0

n(t, f)− n(0, f)

t
dt+ n(0, f) log r

�÷ñc gåi l  h m �¸m kº c£ bëi cõa f (cán gåi l  h m �¸m t¤i c¡c cüc

�iºm). H m

N(r,∞; f) = N(r, f) =

r∫
0

n(t, f)− n(0, f)

t
dt+ n(0, f) log r

�÷ñc gåi l  h m �¸m khæng kº bëi. Trong �â

n(0, f) = lim
t→0

n(t, f), n(0, f) = lim
t→0

n(t, f).

�ành ngh¾a 1.1.3. H m

T (r, f) = m(r, f) +N(r, f).

gåi l  h m �°c tr÷ng cõa h m f .

C¡c h m �°c tr÷ng T (r, f), h m x§p x¿ m(r, f) v  h m �¸m N(r, f)

l  ba h m cì b£n trong lþ thuy¸t ph¥n bè gi¡ trà, nâ cán gåi l  c¡c h m

Nevanlinna.

M»nh �· 1.1.4 (Mët sè t½nh ch§t cì b£n cõa c¡c h m Nevanlinna). Cho
f1, f2, . . . , fp l  c¡c h m ph¥n h¼nh tr¶n m°t ph¯ng phùc C, khi �â

(1) m(r,

p∑
ν=1

fν) ≤
p∑

ν=1

m(r, fν) + log p;

(2) m(r,

p∏
ν=1

fν) ≤
p∑

ν=1

m(r, fν);

(3) N(r,

p∑
ν=1

fν) ≤
p∑

ν=1

N(r, fν);

(4) N(r,

p∏
ν=1

fν) ≤
p∑

ν=1

N(r, fν);
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(5) T (r,

p∑
ν=1

fν) ≤
p∑

ν=1

T (r, fν) + log p;

(6) T (r,

p∏
ν=1

fν) ≤
p∑

ν=1

T (r, fν).

1.1.2. Hai �ành lþ cì b£n

�ành lþ 1.1.5 (�ành lþ cì b£n thù nh§t). Cho f 6≡ 0 l  mët h m ph¥n

h¼nh tr¶n C. Khi �â, vîi méi r > 0, ta câ

(1) T (r, f) = m
(
r,

1

f

)
+N

(
r,

1

f

)
+ log |cj|

(2) Vîi méi sè phùc a ∈ C,∣∣∣∣T (r, f)−m
(
r,

1

f − a
)

+N
(
r,

1

f − a
)∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣log

∣∣∣∣ c1

f − a

∣∣∣∣∣∣∣∣+log+ |a|+log 2,

trong �â cf l  h» sè kh¡c 0 nhä nh§t trong khai triºn Taylor cõa h m

f trong l¥n cªn �iºm 0, c1/(f − a) l  h» sè kh¡c 0 nhä nh§t trong

khai triºn Taylor cõa h m 1/(f − a) trong l¥n cªn �iºm 0.

Nhªn x²t 1.1.6. Ta th÷íng dòng (2) cõa �ành lþ cì b£n thù nh§t d÷îi

d¤ng

T
(
r,

1

f − a
)

= T (r, f) +O(1),

trong �â O(1) l  �¤i l÷ñng bà ch°n khi r →∞.

Cho f l  mët h m ph¥n h¼nh, r > 0. K½ hi»u

Nram(r, f) = N
(
r,

1

f ′

)
+ 2N(r, f)−N(r, f ′)

v  gåi l  h m gi¡ trà ph¥n nh¡nh cõa h m f . Hiºn nhi¶n Nram(r, f) ≥ 0.

�ành lþ 1.1.7 (�ành lþ cì b£n thù hai). Gi£ sû f l  h m ph¥n h¼nh kh¡c

h¬ng tr¶n C, a1, . . . , aq ∈ C, (q > 2) l  c¡c h¬ng sè ph¥n bi»t, khi �â vîi

méi ε > 0, b§t �¯ng thùc

(q − 1)T (r, f) ≤
q∑
j=1

N
(
r,

1

f − aj

)
+N(r, f)−Nram(r, f) + log T (r, f)
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